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НАБЛИЖЕННЯ ЗАДАНИХ В ОБМЕЖЕНIЙ ОБЛАСТI
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ НОРМАЛЬНИМИ СЕРЕД-
НIМИ ЗIГМУНДА ЇХ РЯДIВ ФАБЕРА

The exact order estimates of the deviations of analytic functions, which are
defined in a bounded domain and which are continuous on its closure, of their
normal Zigmund averages are obtained in this paper.

В роботi одержано точнi порядковi оцiнки для вiдхилень аналiтичних в
обмеженiй областi та неперервних на її замиканнi функцiй вiд їх нор-
мальних середнiх Зiгмунда.

Нехай Ω — однозв’язна область в комплекснiй площинi C, ме-
жею якої є замкнена жорданова крива Γ. Внаслiдок теореми Рiмана
iснує єдине вiдображення w = Φ(z), що конформно та однолисно
вiдображає зовнiшнiсть областi Ω на зовнiшнiсть одиничного круга
D = {w ∈ C : |w| < 1} при умовах

Φ(∞) =∞,

Φ′(z) = γ > 0.

Обернене до w = Φ(z) вiдображення позначимо z = Ψ(w), а
многочлени Фабера для областi Ω будемо позначати через Fν(z),
ν = 0, 1, 2, . . . [3, с. 52].

Нехай далi A(Ω) — множина функцiй f , аналiтичних в областi Ω
та неперервних в Ω = Ω

⋃
Γ. Коефiцiенти Фабера функцiї f ∈ A(Ω)

обчислюються за формулами [3, с. 107]

aν(f) = aν =
1

2πi

∫
|w|=1

f(Ψ(w))

wn+1
dw =

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)Φ′(ζ)

Φn+1(ζ)
dζ, (1)
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де Φ′(z) має майже скрiзь на Γ кутовi граничнi значення, якi
утворюють функцiю, iнтегровну на Γ, а ряд

∞∑
ν=0

aνFν(z) (2)

є рядом Фабера функцiї f ∈ A(Ω).
Введемо такi позначення: pn(z) =

∑n
ν=0 cνz

ν — алгебраїчний мно-
гочлен степеня n з комплексними коефiцiентами cν ; Pn — множина
всiх алгебраїчних многочленiв pn(z); En(f) = En(f,Ω) — найкраще
рiвномiрне наближення функцiї f ∈ A(Ω) алгебраїчними многочле-
нами

En(f,Ω) = inf
pn∈Pn

‖f(z)− pn(z)‖ = inf
pn∈Pn

max
z∈Ω
|f(z)− pn(z)|;

Sn(z) = Sn(f,Ω, z) =

n∑
ν=0

aνFν(z)

— частинна сума ряду Фабера (2) функцiї f ∈ A(Ω) ;

V nm(f, z) = V nm(f, Ω̄, z) =
1

n−m+ 1

n∑
ν=m

Sν(f, z)

— сума Валле Пуссена ряду Фабера функцiї f ∈ A(Ω);

Zkn(f, z) = Zkn(f,Ω, z) =

n∑
ν=0

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
aνFν(z)

— нормальнi середнi Зiгмунда ряду Фабера функцiї f ∈ A(Ω).
Оператор TΩ задано на множинi функцiй f ∈ A(D) [2, 3, с. 154],

i дiє вiн за правилом

TΩ(f)(z) =
1

2πi

∫
T
f(w)

Ψ′(w)

Ψ(w)− z
dw,

де T = {w ∈ C : |w| = 1}, z ∈ Ω.
Такий оператор називають оператором Фабера.
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Оператор

T−1
Ω (f)(w) =

1

2πi

∫
T

f(Ψ(t))

t− w
dt, |w| < 1,

називають оберненим оператором Фабера.
Область Ω називають областю Фабера [2], якщо для норми опе-

ратора виконується спiввiдношення:

‖TΩ‖ = sup
f∈D, ‖f‖A(D)≤1

‖TΩ(f)(z)‖ <∞.

В [2] отримано критерiй областi Фабера, зокрема, встановлено таке
твердження:

Для того, щоб область Ω була областю Фабера, необхiдно i до-
статньо, щоб iснувала сiм’я {µz}z∈Ω, µz : T → C, функцiй обме-
женої варiацiї (дiйсна та уявна частини є функцiями обмеженої
варiацiї) така, що

sup
z∈Ω

∫
T
|dµz(ζ)| <∞, (3)

i для будь-якого z ∈ Ω

Ψ′(·)
Ψ(·)− z

=
1

2πi

∫
T

dµz(ζ)

ζ − ·
. (4)

З (4) легко отримати наступне представлення для многочленiв Фа-
бера

Fν(z) = − 1

2πi

∫
T
ζνdµz(ζ), ν = 0, 1, 2 . . . . (5)

В роботах [4, 5] М.П.Тiмана отримано порядок вiдхилення нор-
мальних середнiх Зiгмунда ряду Фур’є 2π-перiодичних неперервних
функцiй. В данiй роботi для областi Фабера Ω отримано оцiнку
для вiдхилень нормальних середнiх Зiгмунда ряду Фабера функцiї
f ∈ A(Ω), яка залежить вiд поведiнки послiдовностi найкращих на-
ближень En(f).

Для областей Фабера має мiсце лема.
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Лема. Нехай Ω — однозв’язна область Фабера, функцiя f ∈
A(Ω). Тодi

‖f(z)− V nm(f, z)‖ ≤ C n+ 1

n−m+ 1
Em(f,Ω), (6)

де 0 ≤ m ≤ n, n = 1, 2, . . . та стала C не залежить вiд f та n.
Тут та далi через C будемо позначати абсолютнi сталi, можливо,

неоднаковi в рiзних формулах.
Доведення. Нехай pn(z) — полiном найкращого рiвномiрного на-

ближення степеня n для функцiї f ∈ A(Ω). Тодi

‖f(z)− V nm(f, z)‖ =
1

n−m+ 1

∥∥∥ n∑
k=m

(
f(z)−

k∑
ν=0

aνFν(z)
)∥∥∥ =

=
1

n−m+ 1

∥∥∥ n∑
k=m

[f(z)− pm(z)− Sk(f − pm,Ω, z)]
∥∥∥ ≤

≤ Em(f,Ω) +
1

n−m+ 1

∥∥∥ n∑
k=m

k∑
ν=0

aν(f − pm) · Fν(z)
∥∥∥ =

= Em(f,Ω) +
1

4π2(n−m+ 1)
×

×
∥∥∥ ∫
|t|=1

∫
T

n∑
k=m

k∑
ν=0

[f(Ψ(t))− pm(Ψ(t))]
ζν

tν+1
dtdµz(ζ)

∥∥∥ =

= Em(f,Ω) +
1

4π2(n−m+ 1)
×

×
∥∥∥∫ 2π

0

∫ 2π

0

n∑
k=m

k∑
ν=0

[f(Ψ(eiϕ))− pm(Ψ(eiϕ))]eiν(τ−ϕ)dϕdµz(e
iτ )
∥∥∥ ≤

≤ Em(f,Ω) +
Em(f,Ω)

4π2(n−m+ 1)

∫ 2π

0

∣∣∣ n∑
k=m

k∑
ν=0

eiνϕ
∣∣∣dϕ∫ 2π

0

|dµz(eiτ )|.
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Вiдомо [6], що∫ 2π

0

∣∣∣ n∑
k=0

αk

k∑
ν=0

eiνϕ
∣∣∣dϕ ≤ C(n+ 1), |αk| ≤ 1,

тодi, врахувавши (3), остаточно матимемо

‖f(z)− V nm(f, z)‖ ≤ C n+ 1

n−m+ 1
Em(f,Ω).

Лему доведено.
Теорема 1. Нехай Ω — обмежена однозв’язна область Фабера,

функцiя f ∈ A(Ω). Тодi

‖f(z)− Zkn(f, z)‖ ≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω),

де стала Ck залежить вiд k i не залежить вiд f та n.
Доведення. На основi умов теореми маємо розклад f ∈ A(Ω) в

ряд Фабера

f(z) ∼
∞∑
ν=0

aνFν(z).

Легко бачити, що

n∑
ν=1

νkaνFν(z) =

n∑
ν=1

νk(f(z)− Sν−1(z)− f(z) + Sν(z)) =

=

n−1∑
ν=0

(ν + 1)k(f(z)− Sν(z))−
n∑
ν=0

νk(f(z)− Sν(z)) =

=

n−1∑
ν=0

(
(ν + 1)k − νk)

)
(f(z)− Sν(z))− nk(f(z)− Sn(z)).

Тому

‖f(z)− Zkn(f, z)‖ = ‖f(z)−
n∑
ν=0

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
aνFν(z)‖ ≤
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≤
∥∥∥∥f(z)− Sn(z) +

1

(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkaνFν(z)

∥∥∥∥ ≤
≤

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
‖f(z)− Sn(z)‖+

+
1

(n+ 1)k

∥∥∥∥ n−1∑
ν=0

((ν + 1)k − νk)(f(z)− Sν(z))

∥∥∥∥. (7)

З монотонностi послiдовностi найкращих рiвномiрних наближень
випливає така нерiвнiсть:

En(f,Ω) ≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω),

де Ck — стала, що залежить лише вiд k.
Тодi з урахуванням цiєї нерiвностi, того, що V nn (f, z) = Sn(z), та

(6)для першого доданку правої частини спiввiдношення (7) матиме-
мо (

1−
(

ν

n+ 1

)k)
‖f(z)− Sn(z)‖ ≤

≤ C

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
(n+ 1)En(f,Ω) ≤ CEn(f,Ω) ≤

≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω). (8)

Для зручностi покладемо Aν = (ν+1)k−νk, виберемоm ∈ N таке,
що 2m ≤ n < 2m+1. Представимо другий доданок правої частини
спiввiдношення (7) у виглядi

n−1∑
ν=0

Aν(f(z)− Sν(z)) = f(z)− S0(z)+

+

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(f(z)− Sν(z)) +

n−1∑
ν=2m

Aν(f(z)− Sν(z)). (9)
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Оскiльки

Sm(z) = (n−m+ 1)V nm(f, z)− (n−m)V nm+1(f, z),

то пiсля перетворення Абеля матимемо

2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(f(z)− Sν(z)) =

=

2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν

(
(2µ+1 − ν)(f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z))−

−
2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(2µ+1 − ν − 1)
(
f(z)− V 2µ+1−1

ν+1 (f, z)
)

=

=

2µ+1−1∑
ν=2µ

Aν(2µ+1 − ν)
(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)
−

−
2µ+1−1∑
ν=2µ+1

Aν−1(2µ+1 − ν)
(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)

=

= 2µA2µ

(
f(z)− V 2µ+1−1

2µ (f, z)
)

+

+

2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν −Aν−1)(2µ+1 − ν)
(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)
. (10)

Аналогiчнi перетворення виконаємо в сумi

n−1∑
ν=2m

Aν(f(z)− Sν(z)) =

=

n−1∑
ν=2m

Aν

(
(n− ν + 1)(f(z)− V nν (f, z))− (n− ν)(f(z)− V nν+1(f, z))

)
=

=

n−1∑
ν=2m

Aν(n− ν + 1)(f(z)− V nν (f, z))−
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−
n∑

ν=2m+1

Aν−1(n− ν + 1)(f(z)− V nν (f, z)) =

= A2m(n− 2m + 1)(f(z)− V n2m(f, z))−An−1(f(z)− V nn (f, z))+

+

n−1∑
ν=2m+1

(Aν −Aν−1)(n− ν + 1)(f(z)− V nν (f, z)). (11)

З урахуванням (10) та (11) рiвнiсть (9) запишеться так:

n−1∑
ν=0

Aν(f(z)− Sν(z)) = f(z)− S0(z)+

+

m−1∑
µ=0

2µA2µ

(
f(z)− V 2µ+1−1

2µ (f, z)
)

+

+

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν −Aν−1)(2µ+1 − ν)
(
f(z)− V 2µ+1−1

ν (f, z)
)

+A2m(n− 2m + 1)(f(z)− V n2m(f, z))−An−1(f(z)− V nn (f, z))+

+

n−1∑
ν=2m+1

(Aν −Aν−1)(n− ν + 1)(f(z)− V nν (f, z)).

З останнього спiвiдношення отримаємо наступну нерiвнiсть

1

(n+ 1)k

∥∥∥∥ n−1∑
ν=0

Aν(f(z)− Sν(z))

∥∥∥∥ ≤ 1

(n+ 1)k
‖f(z)− S0(z)‖+

+
1

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µA2µ‖f(z)− V 2µ+1−1
2µ (f, z)‖+

+
1

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν −Aν−1)(2µ+1 − ν)‖f(z)− V 2µ+1−1
ν (f, z)‖+

+
1

(n+ 1)k
A2m(n− 2m + 1)‖f(z)− V n2m(f, z)‖+
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+
1

(n+ 1)k
An−1‖f(z)− V nn (f, z)‖+

+
1

(n+ 1)k

n−1∑
ν=2m+1

(Aν −Aν−1)(n− ν + 1)‖f(z)− V nν (f, z)‖ =

= d1 + d2 + d3 + d4 + d5 + d6. (12)

Оцiнимо кожен з доданкiв суми (12), врахувавши монотоннiсть
послiдовностi найкращих рiвномiрних наближень Eν(f,Ω) та лему:

d1 =
1

(n+ 1)k
‖f(z)− S0(z)‖ =

1

(n+ 1)k
‖f(z)− V 0

0 (f, z)‖ ≤

≤ C

(n+ 1)k
E0(f,Ω) ≤ Ck

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

d2 =
1

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µ
(
(2µ + 1)k − 2µk

)
‖f(z)− V 2µ+1−1

2µ (f, z)‖ ≤

≤ C

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2(µ+1)k+1E2µ(f,Ω) ≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

d3 ≤
C

(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
ν=2µ+1

(Aν −Aν−1)(2µ+1 − ν)
2µ+1

2µ+1 − ν
Eν(f,Ω) ≤

≤ Ck
(n+ 1)k

m−1∑
µ=0

2µkE2µ(f,Ω) ≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

d4 ≤
C

(n+ 1)k
((2m + 1)k − 2mk)(n− 2m + 1)

n+ 1

n− 2m + 1
E2m(f,Ω) ≤

≤ Ck
(n+ 1)k

2m∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω) ≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);
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d5 ≤
C

(n+ 1)k
(nk− (n−1)k)(n+1)En(f,Ω) ≤ C

( n

n+ 1

)k−1

En(f,Ω) ≤

≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω);

при оцiнцi d6 слiд врахувати, що n < 2ν, ν > 2m,

d6 ≤
C

(n+ 1)k

n−1∑
ν=2m+1

(Aν −Aν−1)(n− ν + 1)
n+ 1

n− ν + 1
Eν(f,Ω) ≤

≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω).

З оцiнок для d1, d2, d3, d4, d5 та d6 випливає оцiнка i для

1

(n+ 1)k

∥∥∥∥ n−1∑
ν=0

((ν + 1)k − νk)(f(z)− Sν(z))

∥∥∥∥ ≤
≤ Ck

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f,Ω). (13)

З (7) та (13) отримуємо, що

‖f(z)− Zkn(f, z)‖ ≤ Ck
(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f, Ω̄)

Теорему доведено.
Наслiдок 1. Нехай Ω — однозв’язна область Фабера, а функцiя

f ∈ A(Ω). Тодi

‖f(z)− σn(f, z)‖ ≤ C

n+ 1

n∑
ν=0

Eν(f,Ω),

де σn(f, z) = 1
n+1

∑n
ν=0 Sn(z) i стала C не залежить вiд f та n.
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Для областей Радона дану оцiнку отримано в роботi [1].
Нехай ε = {εν}∞ν=0 — строго монотонно спадна до 0 числова послi-

довнiсть. Позначимо через Aε(Ω) множину функцiй f ∈ A(Ω) таких,
що

En(f,Ω) ≤ εn+1,

а через Zkn(Aε(Ω)) — верхню грань

Zkn(Aε(Ω)) = sup
f∈Aε(Ω)

∥∥f(z)− Zkn(f, z)
∥∥ .

Теорема 2. Якщо для областi Ω оператор Фабера TΩ i обернений
оператор Фабера T−1

Ω є обмеженими, то для множини f ∈ Aε(Ω)
iснують сталi C1 та C2 такi, що

C1

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν+1)k−1εν+1 ≤ Zkn(Aε(Ω)) ≤ C2

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν+1)k−1εν+1.

(14)
Доведення. Права частина нерiвностi (14) випливає з теореми 1.
Доведемо лiву частину цiєї нерiвностi. Для цього побудуємо

функцiю f∗ ∈ Aε(Ω) таку, що

∥∥f∗(z)− Zkn(f, z)
∥∥ ≥ C1

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1.

Покладемо

f1(w) =
π

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1)wν , |w| ≤ 1, (15)

де

K =
1

2
sup
z∈Ω

∫
T
|dµz(ζ)| <∞,

{µz}z∈Ω, µz : T→ C— функцiя обмеженої варiацiї.
За допомогою оператора Фабера одержимо таку функцiю:

f∗(z) = TΩ(f1)(z) =
1

2πi

∫
Γ

f1(Φ(ζ))

ζ − z
dζ, z ∈ G.
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Внаслiдок збiжностi ряду (15) маємо розклад в ряд Фабера функ-
цiї f∗(z), рiвномiрнозбiжний в замкненiй областi Ω

f∗(z) =
π

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1)Fν(z).

За допомогою оберненого оператора Фабера знайдемо

f1(w) = T−1
Ω (f∗)(w) =

1

2πi

∫
|t|=1

f∗(Ψ(t))

t− w
dt, |w| ≤ 1. (16)

Вiдомо, що оператор (16) iснує за умови [3, с. 154]∫
|t|=1

|f∗(Ψ(t))| |dt| =
∫

Γ

|f∗(ζ)| |Φ(ζ)||dζ| <∞.

З (15) при |w| ≤ 1 отримуємо

|f1(w)| ≤ π

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1) ≤ πε0

K
.

З (3), (5) та останньої рiвностi випливає

‖f∗(z)‖ = ‖TΩ(f1)(z)‖ =
1

2π

∥∥∥∥ ∫
T
f1(ζ)dµz(ζ)

∥∥∥∥ ≤ C‖TΩ‖ε0,

тобто умова iснування оператора (16) виконується. Тодi∥∥f1(w)− Zkn(f1, w)
∥∥ = ‖T−1

Ω (f1 − Zkn(f1))(w)‖ ≤

≤ ‖T−1
Ω ‖ · ‖f

∗(z)− Zkn(f∗, z)‖.

Отже, ∥∥f∗(z)− Zkn(f∗, z)
∥∥ ≥ C ∥∥f1(w)− Zkn(f1, w)

∥∥
Врахувавши, що ‖f1(z)‖ ≥ |f1(z0)|, та поклавши z0 = 1, матимемо∥∥f∗(Ψ(w))− Zkn(f∗,Ψ(w))

∥∥ ≥
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≥ Cπ

K

∞∑
ν=0

(εν − εν+1)− Cπ

K

n∑
ν=0

(
1−

(
ν

n+ 1

)k)
(εν − εν+1) =

=
Cπ

K

∞∑
ν=n+1

(εν − εν+1) +
Cπ

K

n∑
ν=1

(
ν

n+ 1

)k
(εν − εν+1) =

=
Cπ

K
εn+1 +

Cπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νk(εν − εν+1) =

=
Cπ

K
εn+1 +

Cπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkεν −
Cπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkεν+1 =

=
Cπ

K
εn+1 +

Cπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

νkεν −
Cπ

K(n+ 1)k

n+1∑
ν=1

(ν − 1)kεν ≥

≥ Cπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

(
νk − (ν − 1)k

)
εν ≥

≥ Ckπ

K(n+ 1)k

n∑
ν=1

(ν − 1)k−1εν .

Звiдси випливає, що iснує така стала C1, що

∥∥f∗(Ψ(w))− Zkn(f∗,Ψ(w))
∥∥ ≥ C1

(n+ 1)k

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1εν+1.

Покажемо тепер, що f(z) ∈ Aε(Ω). Дiйсно,

En(f∗,Ω) ≤ π

2K

∥∥∥∥∥
∞∑

ν=n+1

(εν − εν+1)Fν(z)

∥∥∥∥∥ ≤
≤ 1

2K

∥∥∥∥∥
∞∑

ν=n+1

(εν − εν+1)

∫
T
ζνdµz(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤ εn+1.

Теорему доведено.
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