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ПРО НЕРIВНIСТЬ ЛЕБЕГА НА КЛАСАХ ψ̄ - ДИФЕРЕН-
ЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ

In this paper estimates deviations of Fourier sums on the spaces Cψ̄ expressed
in terms of the best approximation of ψ̄-derivatives of functions in the
understanding A. I. Stepanets are found. The sequence ψ̄ = (ψ1, ψ2) the
conditions of Boas-Telyakovskij are satisfy.

В роботi знайдено оцiнки вiдхилень сум Фур’є на просторах Cψ̄, ви-
раженi через найкращi наближення ψ̄-похiдних функцiй в розумiннi
О. I. Степанця. Послiдовностi ψ̄ = (ψ1, ψ2) задовольняють умовам
Боаса-Теляковського.

Нехай L — простiр 2π-перiодичних сумовних за Лебегом функцiй
f з нормою ‖f‖L =

∫ π
−π |f(t)|dt, а C — пiдпростiр L, що складається

з неперервних функцiй з нормою ‖f‖C = max
t
|f |.

Нехай

S[f ] :=
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) (1)

— ряд Фур’є за тригонометричною системою функцiї f ∈ L; a0(f),
ak(f), bk(f), k = 1, 2, . . . — її коефiцiенти Фур’є. Позначимо через
Sn(f ;x) — частинну суму ряду Фур’є (1) порядку n i покладемо
ρn(f ;x) = f(x) − Sn(f ;x). Нехай далi Tn — множина тригономет-
ричних полiномiв tn вигляду tn(x) =

∑n
k=0

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
i

En(f)X := inf
tn∈Tn

‖f(x)− tn(x)‖X (2)

— найкраще наближення функцiї f за допомогою тригонометричних
полiномiв tn ∈ Tn, а X означає або L, або C.
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А. Лебег показав [1], що для довiльного n ∈ N

‖ρn(f ;x)‖C ≤ (Ln + 1)En(f)C , (3)

де Ln — норма оператора Sn : f → Sn(f ; ·), що дiє з простору C в C
(її ще називають константою Лебега сум Фур’є).

Як вiдомо (див. наприклад [4, с. 30]) для будь-якого n ∈ N :
Ln = 4

π2 lnn + rn, де |rn| < 1, 8. Тому спiввiдношення (3) можна
записати у виглядi

‖ρn(f ;x)‖C ≤ (
4

π2
lnn+Rn)En(f)C , |Rn| < 2, 8. (4)

Зауважимо що, нерiвнiсть (4) на всьому просторi C є асимпто-
тично точною, але вона може бути уточнена в певному розумiннi
для функцiй f, що належать до деяких пiдмножин в C.

К.I. Осколков довiв [3], що для довiльної f ∈ C

‖ρn(f ;x)‖C ≤ K
n∑
k=0

En+k(f)C
k + 1

, (5)

де K > 0 — деяка стала i показав, що якщо ε = {εk}, k = 0, 1, 2, . . . —
монотонно спадна до нуля послiдовнiсть невiд’ємних чисел (надалi
будемо писати ε ∈ P0) i Cε = {f ∈ C : Ek(f)C ≤ εk, k = 0, 1, 2, . . .}, то
iснують додатнi сталi K1 i K2, що

K1

n∑
k=0

εn+k

k + 1
≤ sup
f∈Cε

‖ρn(f ;x)‖C ≤ K2

n∑
k=0

εn+k

k + 1
. (6)

О.I. Степанець ([6], [7], також див. [4, с. 132]) ввiв поняття ψ̄-
похiдних i визначив класи Cψ̄C наступним чином.

Нехай f ∈ L i (1) — її ряд Фур’є, ψ̄ = (ψ1, ψ2) — пара довiльних
числових послiдовностей ψ1(k) i ψ2(k), причому для довiльного k ∈ N
ψ̄2(k) = ψ2

1(k) + ψ2
2(k) 6= 0.

Якщо ряд

∞∑
k=1

(
ψ1(k)

ψ̄2(k)
Ak(f ;x)− ψ2(k)

ψ̄2(k)
Ãk(f ;x)

)
,
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де Ak(f ;x) = ak(f) cos kx + bk(f) sin kx, Ãk(f ;x) = ak(f) sin kx −
bk(f) cos kx, є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то ϕ назвемо ψ̄-
похiдною функцiї f i позначимо її через f ψ̄(·).

Через Cψ̄ будемо позначати множину всiх неперервних функцiй
f, у яких iснують ψ̄-похiднi i покладемо

Cψ̄C = {f ∈ Cψ̄ : f ψ̄ ∈ C},

Cψ̄Cε = {f ∈ Cψ̄ : f ψ̄ ∈ Cε},

C0 = {f ∈ C :

∫ π

−π
f(t)dt = 0}.

Далi через M позначимо множину опуклих донизу при v ≥ 1
функцiй ψ(v), для яких lim

v→∞
ψ(v) = 0; M0 — пiдмножина функцiй

ψ ∈ M, для яких 0 < µ(ψ, t) ≤ K < ∞, де µ(ψ, t) = t
η(t)−t та η(t) =

η(ψ, t) = ψ−1( 1
2ψ(t)); M′ — пiдмножина функцiй ψ ∈ M, для яких∫∞

1
|ψ(t)|
t dt <∞.

Отже, О.I. Степанець встановив такий аналог нерiвностi Лебега
(4) ([8], також див. [4], стор. 216): якщо ±ψ1 ∈ M0, ±ψ2 ∈ M′0, то
для довiльної f ∈ Cψ̄C та довiльного n ∈ N

‖ρn−1(f ;x)‖C ≤

≤

(
4

π2
ψ̄(n) lnn+

2

π

∫ ∞
n

|ψ2(t)|
t

dt+O(1)ψ̄(n)

)
En−1(f ψ̄)C , (7)

де O(1) — величина рiвномiрно обмежена по n та по f, запис ±ψ ∈ A
означає, що або ψ ∈ A, або −ψ ∈ A, де A ∈M.

Там же в [4, с. 218, 242-244] показано, що ∀ε ∈ P0 iснує функцiя
f∗ ∈ Cψ̄Cε така, що

‖ρn−1(f∗;x)‖C =

(
4

π2
ψ̄(n) lnn+

2

π

∫ ∞
n

|ψ2(t)|
t

dt+O(1)ψ̄(n)

)
εn−1.

Метою даної роботи є встановлення нерiвностi Лебега типу (7)
для послiдовностей ψ1(k) та ψ2(k), що задовольняють умови Боаса-
Теляковського. Кажуть, що послiдовнiсть ψ(k) задовольняє умови
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Боаса-Теляковського, якщо

lim
k→∞

ψ(k) = 0, (8)

V (ψ) :=

∞∑
k=0

|4ψ(k)| <∞, де 4ψ(k) = ψ(k)− ψ(k + 1), (9)

B0(ψ) :=

∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

4ψ(k − l)−4ψ(k + l)

l

∣∣∣∣∣ <∞. (10)

О.М. Швецова отримала наступний результат [12, теорема 1.1]:
Нехай n ∈ N, ψ : R −→ C є локально абсолютно непе-

рервною функцiєю на (−∞,−n − 1] ∪ [n + 1,∞), для всiх k ∈
Z \ {0} ψ(k) 6= 0 та limψ(k) = 0 при |k| −→ ∞, а також
Ṽ∞n+1(ψ) =

∫∞
n+1

vraisup|u|≤t|ψ′(t)|du < ∞. Припускається ще, що∑∞
k=n+1

|ψ(k)−ψ(−k)|
k < ∞ (це i необхiдно). Тодi (вважаємо, що

0
0 = 0)

sup
f :fψ∈C

‖f − Sn(f ;x)‖∞
En(fψ)∞

= max
f∈Wψ

∞

‖f − Sn(f ;x)‖∞
En(fψ)∞

=

= max
f∈Wψ

∞

‖f − Sn(f ;x)‖∞ =
4

π2

n+1∑
k=1

|ψ(k + n)ψ(−k − n)|1/2E(hk+n)

khk+n
+

+
1

π

∞∑
k=n+2

|ψ(k + n)− ψ(−k − n)|
k

+O

(
Ṽ∞n+1(ψ)

)
,

де Wψ
∞ — клас неперервних перiодичних функцiй f , для яких триго-

нометричний ряд
∑
k 6=0

1
ψ(k)ck(f)eikx є рядом Фур’є деякої обмеже-

ної функцiї fψ (ψ-похiдна) та ‖fψ‖∞ ≤ 1,

hk =

((
Re

ψ(k) + ψ(−k)

2(ψ(k)ψ(−k))1/2

)2

+

(
Im

ψ(k)− ψ(−k)

2(ψ(k)ψ(−k))1/2

)2
)1/2

,

E(h) =

∫ π/2

0

√
1− h2 sin2(t)dt, h ∈ [0, 1]
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— повний елiптичний iнтеграл другого роду.
Як зазначено в [12, с. 46] для кусково лiнiйних функцiй ψ з

вузлами в цiлочислових точках умова Ṽ∞n+1(ψ) < ∞ має вигляд∑∞
k=n+1 sup

k≤m
|ψ(m + 1) − ψ(m)| < ∞. Таку умову на ψ називають

умовою Сiдона-Теляковського i як вiдомо [11, с. 217] вона є менш за-
гальною нiж умови Боаса-Теляковського, при виконаннi яких (для
послiдовностей ψ1(k) i ψ2(k), що визначають множину функцiй Cψ̄)
встановлено наступне твердження.

Для довiльних числових послiдовностей a = a(k) i b = b(k), k =
0, 1, 2, . . . та n ∈ N покладемо

Qn(a, b) :=
4

π2

n∑
k=1

√
a2(n+ k) + b2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|b(k)|
k

,

Rn(a, b) := Vn+1(a) + Vn+1(b) +Bn+1(a) +Bn+1(b),

де для числової послiдовностi γ = γ(k), k = 0, 1, 2, . . .

Vm(γ) =

∞∑
k=m

|4γ(k)|,

Bm(γ) =

∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

4γ(k +m− l)−4γ(k +m+ l)

l

∣∣∣∣∣.
Теорема. Нехай послiдовностi ψ1(k) та ψ2(k) задовольняють

умови (8), (9) та (10), i додатково —
∑∞
k=1

|ψ2(k)|
k < ∞. Тодi для

будь-якої функцiї f ∈ Cψ̄C при n ∈ N справедлива нерiвнiсть

‖ρn(f ;x)‖C ≤
(
Qn(ψ1, ψ2) +O(1)Rn(ψ1, ψ2)

)
En(f ψ̄)C , (11)

Окрiм того, нерiвнiсть (11) є точною на класi Cψ̄Cε в тому
розумiннi, що ∀ε ∈ P0 iснує f∗ ∈ Cψ̄Cε

‖ρn(f∗;x)‖C =

(
Qn(ψ1, ψ2) +O(1)Rn(ψ1, ψ2)

)
εn. (12)
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Доведення. Як вiдомо [10], умови теореми на послiдовностi ψ1(k)
та ψ2(k) забезпечують те, що ряд

∞∑
k=1

(ψ1(k) cos kx+ ψ2(k) sin kx)

є рядом Фур’є деякої функцiї з простору L i для ρn(f ;x), f ∈ Cψ̄C
має мiсце iнтегральне представлення (див. [4, с. 178])

ρn(f ;x) =
1

π

∫ π

−π
f ψ̄(u)Fn(ψ̄;x− u)du, x ∈ [−π, π],

де Fn(ψ̄;x) =
∑∞
k=n+1(ψ1(k) cos kx+ ψ2(k) sin kx).

Нехай t∗n ∈ Tn — полiном найкращого наближення функцiї f ψ̄.
Тодi, очевидно,

ρn(f ;x) =
1

π

∫ π

−π
(f ψ̄(u)− t∗n(u))Fn(ψ̄;x− u)du

i
‖ρn(f ;x)‖C ≤

1

π

∫ π

−π
‖f ψ̄(u)− t∗n(u)‖C |Fn(ψ̄;x− u)|du =

=
1

π
En(f ψ̄)C

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du. (13)

Аналогiчно як i в [4, с.312], використовуючи формулу С.О. Те-
ляковського [10, теорема 1] (див. також [4, с.56]) покладаючи в нiй
ak = bk = 0 при k ≤ n; ak = ψ1(k), bk = ψ2(k) при k > n та m = n+ 1
отримуємо

1

π

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du =

=
4

π2

n∑
k=1

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+3

|ψ2(k)|
k

+

+O(1)

(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

)
. (14)

Об’єднуючи (13) та (14) отримуємо (11).
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Для доведення другої частини теореми достатньо для заданого
ε ∈ P0 вказати функцiї ϕ̃ ∈ C0

ε , f∗ ∈ Cψ̄Cε, такi, що (f∗)
ψ̄ = ϕ̃,

En(ϕ̃)C = εn i

‖ρn(f∗;x)‖C ≥
(
Qn(ψ1, ψ2) +O(1)Rn(ψ1, ψ2)

)
εn.

З цiєю метою розглянемо функцiю

gn(−x) = signFn(ψ̄;x), |x| ≤ π

2
.

Позначимо через g̃n(−x), |x| ≤ π
2 неперервну функцiю, що спiв-

падає з gn(−x) при |x| ≤ π
2 , за винятком неперетинних δ-околiв

точки 0 та точок розриву xk, де вона лiнiйна та її графiк сполу-
чає точки (−δ, gn(−δ)) i (δ, gn(δ)), а також (xk − δ, gn(xk − δ)) та
(xk + δ, gn(xk + δ)).

Продовжимо функцiю g̃n(−x) неперервно на [−π, π] так, щоб
g̃n(−π) = g̃n(π), |g̃n(−x)| ≤ 1 i на [−π, π] було не менше 2n точок
ci, в яких |g̃n(−ci)| = 1, в цих точках функцiя g̃n(−x) почергово
змiнює знак i щоб при цьому мала мiсце рiвнiсть∫ π

−π
g̃n(−x)dx = 0.

Тодi ϕ̃ ∈ C0, i оскiльки згiдно з теоремою Чебишова [5, с. 68] полi-
ном найкращого наближення порядку n функцiї g̃n(−x) є тотожним
нулем, то En(ϕ̃)C = εn, тобто ϕ̃ ∈ C0

ε . Нехай далi Φn(−x) — ψ̄-
iнтеграл функцiї ϕ̃(n;−x), тобто

(
Φn(−x)

)ψ̄
= ϕ̃(n;−x). Покладемо

f∗ = Φn. Тодi, зрозумiло, що f∗ ∈ Cψ̄Cε i

‖ρn(f∗;x)‖C = ‖ρn(Φn;x)‖C ≥

≥ |ρn(Φn; 0)| = 1

π

∣∣∣∣∣
∫ π

−π
ϕ̃(n;−u)Fn(ψ̄;u)du

∣∣∣∣∣ ≥
≥ εn

π

∫ π/2

−π/2
|Fn(ψ̄;u)|du− εn

π

∫
π/2≤|u|≤π

|Fn(ψ̄;u)|du =
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=
εn
π

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du− 2εn

π

∫
π/2≤|u|≤π

|Fn(ψ̄;u)|du. (15)

Отже,

‖ρ(f∗;x)‖C ≥
εn
π

∫ π

−π
|Fn(ψ̄;u)|du+O

(
εn

∫
π/2≤|u|≤π

|Fn(ψ̄;u)|du

)
,

(16)
Для оцiнки

∫
π/2≤u≤π |Fn(ψ̄;u)|du використаємо один результат

С.О. Теляковського [10, теорема 2], пов’язаний з оцiнкою iнтегра-
лу
∫ π
c
|a02 +

∑∞
k=1(ak cos kx + bk sin kx)|dx, де c ∈ [0, π] в якому слiд

покласти ak = bk = 0 при k ≤ n; ak = ψ1(k), bk = ψ2(k) при k > n та
m = n.

Тодi∫
π/2≤u≤π

|Fn(ψ̄;u)|du =
4

π2

n∑
k=1

∗
ξk
k

+
2

π

∞∑
k=2n+3

∗
|ψ2(k)|
k

+

+O(1)

(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

)
,

де

ξk = ξ
(
ψ2(k),

√
(ψ1(n− k)− ψ1(n+ k))2 + (ψ2(n− k)− ψ2(n+ k))2

)
,

функцiя ξ(t, u) визначається рiвностями

ξ(t, u) =

{
π
2 |t|, при |u| ≤ |t|,

|t| arcsin
∣∣ t
u

∣∣+
√
u2 − t2, при |t| < |u|.

а Σ∗ означає, що в цiй сумi взятi лише тi доданки, для яких π
2 ≤

π
k ,

Тому∫ π

π/2

|Fn(ψ̄;u)|du = O(1)

(
Vn+1(ψ1)+Vn+1(ψ2)+Bn+1(ψ1)+Bn+1(ψ2)

)
.

(17)
Аналогiчним способом отримуємо∫ −π/2

−π
|Fn(ψ̄;u)|du =
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= O(1)

(
Vn+1(ψ1) + Vn+1(ψ2) +Bn+1(ψ1) +Bn+1(ψ2)

)
. (18)

Нарештi, iз (16) з урахуванням (14), (17) i (18) отримуємо шукану
оцiнку знизу для ‖ρn(f∗;x)‖C .

Теорему доведено.
Зауваження. У випадку, коли ψ1, ψ2 є опуклими донизу функ-

цiями, як встановлено О.I. Степанцем (див., наприклад, [4, с.27])
рiвнiсть (12) є асимптотично точною, тобто залишковий член має
порядок менший вiд порядку головного члена. Асимптотично точ-
ною формула (12) буде, зокрема, i у випадку монотонно спадних до
0 послiдовностей, тобто коли ψ1(k) ≥ ψ1(k + 1),ψ2(k) ≥ ψ2(k + 1) за
умов limψ1(k) = 0, limψ2(k) = 0, k −→∞. Дiйсно, тодi

∞∑
k=n+1

|4ψ1(k)| =
∞∑

k=n+1

4ψ1(k) = ψ1(n+ 1)

та має мiсце оцiнка (доведення див. [2, с. 102])

∞∑
k=2

∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

4ψ1(k + n+ 1− l)−4γ(k + n+ 1 + l)

l

∣∣∣∣∣ ≤Mψ1(n+ 1).

I аналогiчно буде для ψ2. Прикладами таких послiдовностей є, на-
приклад: ψ(k) = 1

k + 1
k2

∣∣ sin k π2 ∣∣, [2, с. 104]; чи 4ψ(2s) = 1
2s та

4ψ(k) = 0, k 6= 2s, s = 0, 1, 2, 3, . . ., ψ(k) =
∑∞
m=k4ψ(k) [11, с. 217].
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