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Про збiжнiсть в середньому рядiв Тейлора i Лорана

Для аналiтичних в областi ∆ = D
⋃
D∞ функцiй знайде-

но умови, вираженi через коефiцiєнти Лорана, необхiднi
для збiжностi в середньому її ряду Лорана. Для функцiй,
аналiтичних у крузi D, отримано необхiднi i достатнi
умови збiжностi в середньому ряду Тейлора, вираженi
через коефiцiєнти ряду Тейлора, а також обмеженостi
в метрицi простору L1 частинних сум ряду Тейлора.

Нехай L1 — простiр 2π - перiодичних iнтегровних за Лебегом функ-
цiй f(x) зi скiнченною нормою

‖f‖1 = ‖f(x)‖L1
=

∫ 2π

0

|f(x)|dx <∞

i нехай тригонометричний ряд

a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

є рядом Фур’є функцiї f ∈ L1, тобто

ak = ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos ktdt,

bk = bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin ktdt.

Через f̃(x) позначимо функцiю, спряжену з f(x). Її ряд Фур’є буде
мати вигляд

∞∑
k=1

(−bk cos kx+ ak sin kx). (2)

Якщо функцiя f(x) — парна, то її рядом Фур’є буде ряд

a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos kx (3)
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а рядом Фур’є непарної функцiї буде

∞∑
k=1

bk sin kx. (4)

Послiдовнiсть {ak}∞k=0 називатимемо нуль-послiдовнiстю, якщо
lim
k→∞

ak = 0.

С. А. Теляковський [8] для нуль-послiдовностей {ak}, якi задоволь-
няють умову

∞∑
k=0

|∆ak|+
∞∑
i=2

∣∣∣∣∣∣
[ i2 ]∑
k=1

∆ai−k −∆ai+k
k

∣∣∣∣∣∣ <∞, (5)

∆ak = ak − ak+1, k = 0, 1, . . . ,

встановив, що ряд (3) є рядом Фур’є своєї суми. Якщо ж нуль-послiдовнiсть
{bk} задовольняє умову (5), то ряд (4) буде рядом Фур’є тодi i тiльки
тодi, коли

∞∑
k=1

|bk|
k

<∞. (6)

Умови (5) i (6) називають умовами Боаса–Теляковського iнтегров-
ностi тригонометричних рядiв. Множини нуль-послiдовностей, якi за-
довольняють умови (5 i (6), позначатимемо через B − T .

Покладемо a−n = an, b0 = 0, b−n = bn (n > 0) i позначимо

cn =
1

2
(an − ibn). (7)

Отже
an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n).

Тодi ряди (1) i (2) матимуть вигляд

∞∑
k=−∞

cke
ikx, (8)

−i
∞∑

k=−∞

sign kcke
ikx. (9)
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а

Sn(f ;x) =

n∑
k=−n

cke
ikx,

S̃n(f ;x) = −i
n∑

k=−n

sign kcke
ikx.

– частиннi суми рядiв (8) i (9).
Через C будемо надалi позначати абсолютнi додатнi сталi, можли-

во, не однi й тi самi , в рiзних формулах.
Нехай функцiя f(z) аналiтична в областi ∆ := D

⋃
D∞, де область

D = {z : |z| < 1}, а область D∞ = {z : |z| > 1}, f(∞) = 0.
Тодi

f(z) =


f1(z) =

∞∑
k=0

ckz
k, z ∈ D,

f2(z) = −
∞∑
k=1

c−kz
−k, z ∈ D∞,

(10)

i ряди
∞∑
k=0

ckz
k, z ∈ D, −

∞∑
k=1

c−kz
−k, z ∈ D∞, є рядами Тейлора функ-

цiй f1 i f2.
Розглянемо клас CS аналiтичних в областi ∆ функцiй iз нормою

‖f‖∗1 = lim
r→1

∥∥∥∥f(reit)− f(
1

r
eit)

∥∥∥∥
1

<∞. (11)

За теоремою Г. Ц. Тумаркiна [9] такий клас CS збiгається з класом
функцiй, якi аналiтичнi в областi ∆ i зображаються iнтегралом типу
Кошi-Стiльтьєса

1

2π

∫ 2π

0

eiθdψ(θ)

eiθ − z
. (12)

Згiдно з теоремою В. I. Смiрнова [5, с.94] на колi |z| = 1 iснують
граничнi значення функцiй f1 i f2. Такi функцiї належать до кла-
су Hp, 0 < p < 1. Отже вони мають граничнi значення по недотичних
шляхах.
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За теоремою братiв Рiссiв [5, с. 96] умова

1

2π

2π∫
0

einθdσ(θ) = 0, n = 1, 2, . . .

означає, що мiра σ є абсолютно неперервною вiдносно мiри Лебега,
тобто iснує така сумовна функцiя g(einθ) : g(einθ)dθ = dσ(θ). Отже, за
теоремою Г. М. Фiхтенгольца [5, с.97]) iнтеграл типу Кошi-Стiльтьєса
(12) перероджується в iнтеграл Кошi i зображає функцiю з класу H1.

Пiд збiжнiстю в середньому будемо розумiти

lim
n→∞

∥∥f(eit)− Sn(f ; eit)
∥∥∗
1

= 0. (13)

Вiдомо (див.[12],[11]), що для ∀f ∈ H1(D)

lim
n→∞

‖f − Sn(f)‖1 = 0.

Ф.Рiсс (див.[1, c. 599]) побудував приклад такої функцiї f∗(z), аналiтич-
ної в областi D = {z : |z| < 1}, що

lim
n→∞

‖f∗ − Sn(f∗)‖1 = B <∞.

Таким чином частинна сума Sn(f∗; z) її ряду Тейлора не збiгається в
середньому до функцiї f∗(z). Є ряд робiт (див.[10], [6], [7]), де достатнi
умови збiжностi в середньому рядiв Тейлора дано в iнших термiнах.

Ця робота присвячена розв’язанню такої задачi: що можна сказа-
ти про поведiнку коефiцiєнтiв ck, c−k, якщо вiдомо, що виконується
рiвнiсть (13). Iнакше кажучи, потрiбно знайти необхiднi умови на по-
слiдовнiсть ck коефiцiєнтiв для збiжностi за нормою рядiв Тейлора
компонент f1, f2 функцiї f .

Основним результатом є наступна теорема.
Теорема 1. Нехай функцiя f ∈ CS i має мiсце (10). Тодi для того,

щоб виконувалося спiввiдношення (13), необхiдно, щоб

lim
n→∞

n∑
k=1

|cn+k|+ |c−n−k|
k

= 0. (14)
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Доведення. Зафiксуємо r ∈ (0, 1). Маємо:

Fr(e
it) := f(reit)− f

(
eit

r

)
=

∞∑
k=−∞

ckr
|k|eikt, t ∈ [0, 2π]. (15)

Розглянемо суму Валле Пуссена ряду в правiй частинi (15)

vn2n(Fr; e
it) =

1

n

2n∑
k=n+1

Sk(Fr; e
it) = c0 +

2n∑
k=1

λ
(n)
k rk(cke

it + c−ke
−ikt),

де

λ
(n)
k =


1, k = 1, 2, . . . , n,

2n− k + 1

n
, k = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n.

Для будь-якої сумовної 2π-перiодичної функцiї суми Валле Пуссе-
на vn2n її ряду Фур’є збiгаються в середньому. Дiйсно, якщо τ∗n(eiθ) –
тригонометричний полiном порядку n, що найкраще наближає функ-
цiю Fr(e

it) в метрицi L1, то

‖Fr − vn2n(Fr)‖1 =
1

2π

2π∫
0

|Fr(eit)− vn2n(Fr; e
it)|dt ≤

≤ 1

2π

2π∫
0

|Fr(eit)− τ∗n(eit)|dt+
1

2π

2π∫
0

|vn2n(Fr − τ∗n; eit)|dt ≤

≤ C
2π∫
0

|(Fr(eit)− τ∗n(eit)|dt(1 + ||vn2n||L→L)→ 0, n→∞,

бо, як вiдомо, ||vn2n||L→L ≤ C.
Оскiльки

vn2n(Fr; e
it)− Sn(Fr; e

it) =

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt),
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то при n→∞

‖Fr − Sn(Fr)‖1 = ‖(vn2n(Fr)− Sn(Fr))− (Fr − vn2n(Fr))‖1 =

= ‖vn2n(Fr)− Sn(Fr)‖1 + o(1) =

=
1

2π

2π∫
0

∣∣∣∣∣
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt)

∣∣∣∣∣ dt+ o(1). (16)

Оцiнимо останнiй iнтеграл знизу.
Рiзниця мiж сумою Валле Пуссена й частинною сумою спряженого

ряду функцiї

F̃r(e
it) = −i

∞∑
k=−∞

sign kr|k|cke
ikx

матиме вигляд

ṽn2n(Fr; e
it)− S̃n(Fr; e

it) = vn2n(F̃r; e
it)− Sn(F̃r; e

it) =

= −i
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n
rk(cke

ikt − c−ke−ikt).

Позначимо через T2n(eit) тригонометричний полiном порядку 2n
виду

T2n(eit) :=

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt),

тодi

T̃2n(eit) := −i
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n
rk(cke

ikt − c−ke−ikt).

Далi розглянемо вираз

T ′2n(eit) + iT̃ ′2n(eit).
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Очевидно, що

T ′2n(eit) + iT̃ ′2n(eit) = i

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n
rk(kcke

ikt − kc−ke−ikt)+

+i

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n
rk(kcke

ikt+kc−ke
−ikt) = 2i

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n
rkkcke

ikt.

Тому

2

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n
rkkcke

ikt

∥∥∥∥∥
1

≤
∥∥T ′2n(eit)

∥∥
1

+
∥∥∥T̃ ′2n(eit)

∥∥∥
1
.

Застосуємо до правої частини останнього спiввiдношення нерiвно-
стi Бернштейна [4, с. 23]. При цьому будемо мати∥∥T ′2n(eit)

∥∥
1

+
∥∥∥T̃ ′2n(eit)

∥∥∥
1
≤ 4n

∥∥T2n(eit)
∥∥
1
.

Тобто

2

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkcke

ikt

∥∥∥∥∥
1

≤

≤ 4n

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt)

∥∥∥∥∥
1

. (17)

Аналогiчно, на основi рiвностi

−2i

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkc−ke

−ikt = vn2n
′(Fr; e

it)− S′n(Fr; e
it)−

−i(ṽn′2n(Fr; e
it)− S̃′n(Fr; e

it)) =: T ′2n(eit)− iT̃ ′2n(eit),

отримуємо



8 П. В. Задерей, Р. В. Товкач

2

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkc−ke

−ikt

∥∥∥∥∥
1

≤
∥∥T ′2n(eit)

∥∥
1

+
∥∥∥T̃ ′2n(eit)

∥∥∥
1
.

Застосовуючи нерiвностi Бернштейна [4, с. 23] до правої частини
останнього спiввiдношення, знайдемо

2

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkc−ke

−ikt

∥∥∥∥∥
1

≤

≤ 4n

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt)

∥∥∥∥∥
1

. (18)

Застосовуючи до многочлена

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkckz

k

нерiвнiсть Хардi [3, с. 454], матимемо

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkcke

ikt

∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkcke

i(k−n)t

∥∥∥∥∥
1

=

=

∥∥∥∥∥
n∑
ν=1

n− ν + 1

n+ 1
rn+ν(n+ ν)cn+νe

iνt

∥∥∥∥∥
1

≥

≥ C
n∑
ν=1

(n− ν + 1)rn+ν(n+ ν)|cn+ν |
(n+ 1)ν

≥

≥ Cn
n∑
ν=1

|cn+ν |
ν

rn+ν − C
n∑
ν=1

|cn+ν |rn+ν = Cn

n∑
ν=1

|cn+ν |
ν

rn+ν + n o(1),

(19)
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оскiльки

lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

|cn+ν |rn+ν = 0.

Зi спiввiдношень (17) i (19) випливає, що

2n

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt)

∥∥∥∥∥
1

≥

≥ Cn
n∑
ν=1

|cn+k|
k

rn+k + n o(1). (20)

Аналогiчно до того, як було одержано нерiвнiсть (19), iз формули
(18) знаходимо

2n

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt)

∥∥∥∥∥
1

≥

≥

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rkkc−ke

−i(k−n)t

∥∥∥∥∥
1

=

=

∥∥∥∥∥
n∑
ν=1

n− ν + 1

n+ 1
rn+ν(n+ ν)c−n−νe

iνt

∥∥∥∥∥
1

≥

≥ C
n∑
ν=1

(n− ν + 1)rn+ν(n+ ν)|c−n−ν |
(n+ 1)ν

≥

≥ Cn
n∑
ν=1

|c−n−ν |
ν

rn+ν + no(1). (21)

Лiвi частини спiввiдношень (20) i (20) однаковi, тому, додаючи їх,
отримаємо ∥∥∥∥∥

2n∑
k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt)

∥∥∥∥∥
1

≥
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≥ C
n∑
k=1

|cn+k|+ |c−n−k|
k

rn+k + o(1). (22)

Отже∥∥f(eit)− Sn(f ; eit)
∥∥∗
1

= lim
r→1

∥∥vn2n(Fr; e
it)− Sn(Fr)

∥∥
1

+ o(1) =

= lim
r→1

∥∥∥∥∥
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1
rk(cke

ikt + c−ke
−ikt)

∥∥∥∥∥
1

≥

≥ C lim
r→1

n∑
k=1

|cn+k|+ |c−n−k|
k

rn+k + o(1) =

= C

n∑
k=1

|cn+k|+ |c−n−k|
k

+ o(1).

З останньої нерiвностi випливає твердження теореми 1.
У випадку, якщо c−k = 0, ∀ k = 1, 2, . . . , тобто коли функцiя f(z)

аналiтична в областi D = {z : |z| < 1} i ряд (10) стає рядом Тейлора
функцiї f(z), теорема 1 дає необхiдну умову збiжностi в середньому
рядiв Тейлора функцiй iз класу Хардi H1.

У роботi [2] доведено, що коли коефiцiєнти ak ряду (3) утворю-
ють нуль-послiдовнiсть, яка задовольняє умову (5), то для збiжностi в
середньому ряду (3) необхiдно i достатньо виконання спiввiдношення

lim
n→∞

n∑
k=1

1

k
|an+k| = 0. (23)

Там же встановлено, що якщо коефiцiєнти bk ряду (4) утворюють нуль-
послiдовнiсть, яка задовольняє умову (5), то для збiжностi в серед-
ньому ряду (4) необхiдно i достатньо виконання спiввiдношень (5) i

lim
n→∞

n∑
k=1

1

k
|bn+k| = 0. (24)
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Розглянемо ряд
∞∑
k=0

ckz
k. (25)

Нехай ck = ak − ibk – коефiцiєнти ряду (25) i {ak}, {bk} – нуль-
послiдовностi, якi належать множинi B − T , тобто задовольняють
умови (5) i (6). Вiддiляючи дiйсну i уявну частини в рядi (25) при
z = eix, будемо мати два тригонометричнi ряди

a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

∞∑
k=1

(−bk cos kx+ ak sin kx).

Оскiльки коефiцiєнти цих рядiв належать множинi B−T , то, згiдно
з результатами С. О. Теляковського [8], цi тригонометричнi ряди є
рядами Фур’є деяких сумовних функцiй, якi позначимо вiдповiдно g(x)
i g̃(x). Цi функцiї є спряженими функцiями.

Добре вiдомо [3, c. 453], що в цьому випадку, тобто коли g(·) ∈ L i
g̃(·) ∈ L, степеневий ряд (25) є рядом Тейлора функцiї f(z) ∈ H1, z ∈ D,
де f(eix) = g(x) + ig̃(x).

Враховуючи спiввiдношення (23) i (24), а також нерiвнiсть
2|ck| ≥ |ak|+ |bk| , маємо наступнi твердження.

Теорема 2.Нехай ck = ak−ibk - коефiцiєнти ряду (25) i {ak}, {bk} –
нуль-послiдовностi, якi належать множинi B−T , тодi ряд (25) буде
рядом Тейлора функцiї f(z) ∈ H1, z ∈ D, i для збiжностi ряду (25) в
середньому необхiдно i достатньо виконання спiввiдношення

lim
n→∞

n∑
k=1

|cn+k|
k

= 0. (26)

Теорема 3.Нехай ck = ak−ibk - коефiцiєнти ряду (25) i {ak}, {bk} –
нуль-послiдовностi, якi належать множинi B − T , тодi для обме-
женостi частинних сум ряду (25) необхiдно i достатньо виконання
спiввiдношення

n∑
k=1

1

k
|cn+k| ≤ C. (27)
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